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Ryszard Michaleki

GRAFICINA MINIMALIZACJEL W KLASIE ALTERNATYRNYCH
HORMALNYCH WYRAZEN PUNKCJI LOGICINYCH EA PCDSTAWIR
TABLIC TYPU TABLIC VEITCHA--EARWAUGHA

Pndano epesdéh usyekiwenia zbicrw prostyek implikentdw
nx polstawie obrazu funkcil w teblicy typuw tablic “Teit-
cha-Kurnaugbse graz ich wyboru ane pedstewlie twierdzenia o
lokalnym wytuskiwaniu ekstremali lub przez budewe tabli-

ey)analogieznaj dc teblicy wyjéciowe] (mnozenie graficz-
nej.,

1. UWAGI WSTEPHNE

Wiegkazodé pras, ktére ukazaly Bile w clagu ostatnich lat ns ie-
nat minimalizecii fTunkejl logiczaych, doiyozy przede wsazystkim po~
szukiwanisa efekiywnych algorytmdéw minimaliracil sa pouscces messyny
cyfrowel. Ze wzglegdu bowilem na niezwykie szybki wzroszt trudnosai
wrsz 2 1loscis unliennysh jedynym sencownym sposobexr mnminimslizacii
nrzy funkejach wigkezed i1iocdcy zmlennych (ponad 7 iub 8) jest mi-
pinmalizacja maszynows. Warto tu tekie zasnucsyd, Ze Wl Le wiro—-
gten ilodel mmiennych newet wspdlezesne manzZyny cyfrowe prazstais
byé wystisrczajgeym parzgdziem do minimalizaesji., W Swietle Sukich
prac jek op. prazce Me CGluskeya /1/, Waligérskiege /9, Hajstrowe]
14/, UGrbsns 1 Muellere /16/, Rothe /17, 18/ i Zurawlewz /20/ wy-
dcle elp, 2¢ provlem minimalizsacii w klasle wyrsised sliternatywnych
norssinych doczekal glig paru sfeiktywnych metod, swisszoza gdiy cho--
dzli o eformuiowanie odpowliednich slgoryitmdéw dla maszsyny cyfrows].

¥ prakiyce Jlednak czg9sto wysigpuls Tunkeje nie przekraczajgse 7
v 8 siennyech i istpicenie jakiejsd dogodne] metedy "recunsj® mi-
nimolisscji do ted 1ilodzi zmiennych wydaje sig dardzo poigdauve,
Rerdzo rogpomszechiiona graficzna metods Karnaughe /27 Jest astedy



wygodng, siec w zasadzie dla funkejl nie wiges] nig 4 zmiennysh. Z#
wzglodu ne meig 1lofé zmisnnyck mofna w niel dy2o unikngd problasmm
wybecru prostyeh implikeantdéw, kitéry staje sip provlcmem gasadniczym
pray wigkszel ilodcl zmicennych.Z teogo waglgdu wisle metod grafiecs-~
nyck majgeych charskter metod “"rgcsaych® /4-8/, w ktdxyeh sposdéd
wyborc prostych implikerntdéw Ject w zasadsie $tylke imtunicyiny, przy
funkcjach poned 4 zmiennych nslezy traktowad recss] Jako meotedy
upregzezania 1 sznalisy funkeji nid metody minimaiizeejli. Znane zud
wetody, #Scifile roswigsujgece ten problem 1 wiywane do r¢czsne] mini-
melizacii, nz przykiad metode Quine  a-Ms Cluskeysz /i1/,metodz mini-
pelizujgoyeh kert - tzw. metoda harwardzka /12/ lub inne /16, 22/,
wymeagaja Jus przy 4 lub 5 zmiennyoh dardze dugto pracy formalned,
priey c¢0 nle s3 zbyt dogodnﬁ w prakiyce,

Oméwione poniie] metode powstaza w wyniku prsédby stworzenie me-
tody, w ktérej Jedno £ wyrazed minimalnych lud zbidr wyraiefi gra-
ricznych zawierajacy wyrazenie minimaine usyskuje eig wyigoznie
droga graficzna przy minimelnej i1iosci pracy foxmalaej.

Prxez wyrazenie greniczne (ros. tupikowoje) rozumlie sig wyraie-~
niec alternsiywns normalne, w kidrym skreflenie Jakiejkolwiek lLite-
ry ¥) lub jakiegokolwiek skizadniks powoduje, 2e wyratsnle preesta-
jeo byé ekwiwalentne funkeji wyjsclowe].

¥ pracy ninlejezej podanc spoadt uzyskiwanie sbiceru prostych
implikantéw ne podstawlis obrazu funkcji w tabliicy 3ypu izblic Velt~
cke-Earnesughe /2, 4/ oraz ich wyboru na podstawie sformuiowanego w
pracy twierdzenia o lokalnym wyiuskiwsnin eksiremsll lub przes bu-
dowg tablicy analogicsnej do tablicy wyjSciowe] (mnoienis grafici~

nej.

2. PRZYJPTE OZHRACZENIA

ii - negacja X,, 11‘1 x, - alternatywa, =x; . X, - konlunkeie,
PN - iloczyn zbiordéw,P U L ~ guma zbiordéw,F-I - réinlca gbiordw
Pt =FuP - instrukcle podetawienia {(zapoiyczona = Jezyka &l-
gorytmieznego Algol), ktdra osnacze, 2e dowelna wielkodé (ns pray-
kad zbidr, zmienna itp.) po lewe] stronle zZmaku * : = " prsylsmje

1) Liters nazywa sig zmienng w postacl proetej lub zznegowsne]
gaalogicznia do terminu anglelskiego "litersl™ uiywanegoe pries He
iuskeya.
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pelns wartodd wynlksjgey £ opesrasii capissme) po pravel stronlde
tege snaka,
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3. ERGTKA QHARAEPERYSTYEA PROCESU HINIX

Proces minimsliisasii v klasie wrradef alterpatywnyah normalnych
0 jeat wyraied o postaci cgdlnes}

* &
t=V A =¥ (+
J=1 1€ Dj

(Da - podzbidr j-ty sbiorn {1. 25 svs n} (1lo08f elemantdw pod-
zbioru ' DJ nasywa sig dxugodels koeniunkeii}), n - 1lo£é smiennych,
r - 120446 skiadnikdéw w wyreteniuv - inacze] divgodd wyraienia, T4y
e‘{o, 1}-} moine rosumisd jako pruces poszuvkiwanis wyrsfenia w
postaci (1) speiniajqcego jedno z itrzsch nsajesgdcie] stoscwanysh
kryteridw:

1. Eryteriunm minimalne] 1lodci liter. Wyrrazenle spezniajgee to
krytorium nesywe sig fwykls wyrazeniem minimalnym i1 okredla sig je
Jako wyratenie aliiernatywne normslne, ktérego cena

X
C= }E: 1i (2)
» B |



{li - diugosé L-to) koniunkedl) jest minimalns

2. Eryterium minimelnej 1lsdei I1lter proy minilmalnci dtugodsi
wyreteniae., Wymaga ono, 2Z2eby pro

X = :t‘min

byte
€ e Cpsp

¥yratenie Bpelnisjace warunekx 1 = Toipn TRAZy#2 sia iyradeniom
najrrétazym,. Wyrsldenie odpowisdajsce powyzuzeru kXry:sriuvs mozna za-
tem nasywsad wyreiepiem mizimalnym najkrdtszyz.

3. Kryteriuvm minimelinel sumy

Buu-lrl‘ﬂsmin {45

Jest to tak zwane kryterium Quine‘a.

Jek udowodunix Zurawlew /19/ przykicdem funkeji 11 zmienn: ,wy-
ratenle minimalxe nie musi snajdowad mig wiSrdd wyreazed 3ikrot-
ezych, totez kryteria 1 1 2 w oxgflnym przyradku mosgs wymegsd cdr@-
bnyok wetod, MHofna jednak wykezal {(resultat precy .ui2 opubli ~wa-
ny), 2¢ w przypadku funkejl ule wigcej niz 8 zmiennych kryteria 1
1 2 gy réwnowatne, tote2 possukiwenie wyrasenlia minimalnego polecsa
w taklich praypedkach tylko ne rozpatrzsniv wyrased anajkrdtzzych.

W procesie mipimalizacli moitna wyrdzaldé dwa stapy:

1) okredlenie zbioru prostych implikantédw przez wizlokroine sto-
sowanie rdéwnosci

3xi‘V'Bii = B {5)

gdsie B - dowolne koniunkejs iiter,

2) wybdr podsbioru prostych implikantdw /12/, ktéry odpowiade
wyratoni: ninissalnemm,

¥ przypadkn wigkssed flofici zmmiennych sasadnlcze itrudnosci na-
pirgose etap drugl, pomiewazr liczbs orostych lmplikantdw moze osias~-
ged duss waritofel (np. ponad 15000 przy 11 zmiennvch). Maksymalna

1lcdé prostych implikentie Tugp IwikeJl n zwlennych sostels

&



casacowana /21/ wedug zaleinosel
(3%/n) = n, . < (3°/Vn) (6)

Przy n = & Jest 921 {r .. & 2633 .

Okazuje slg jednak, 2¢ prses powien opizany w prasy apousd two-
rzernie zbioru prostych implikanidw 4 stosowanie okreflonyech twier-
dzer w przewazajscej ilodei funkeji do oko2c 8 zmiennysh wyhér pro-
etych implikantdéw ni: przyspsrze wigkszych kiopotéw, eoc najwyie]
gprowadza sle czasem do przegladu niedule 1laodel wariesntdéw, Prze~
glad ten moine wéwesas dodatkowo uproscié etosujgqe metodg tak swa-
nsgo mnozenias graflcznego,

4. GRAFICZNY SPOSOB PRZEDSTAWIENTA PUNKCJI LOGICZREJS

W tadlicach Veitchas /4/ 1 Karmsughse /2/ wierzohostkom jednostko-
wej kostki n-wymiarowej, stuigce] Jako mocdel Turnke]Ji logicunej,
provporzgdkowuje sig pewne pole, ratomlast wartedciom zmiennych -
oipowiecdnlie zeapoly pdl (rys., 1). Ten speedb rozwinigele kestkl n-
wymiarowej na piaszczyzZnie oksazakx si¢ bardzo dogodny do Irgozuego
ckreélenie wkasnos$eci funkeji zadare) ma zbiorze wierzchoxkdéw.

X4
P
X3
0 o1 "1 10
ey e
Rys. 1. Tabllica Karunsughsa ool D j 13 LQM
dla funkcii 4 zmiennych o 45 7 16
'x 4
21 {n]12]13115]14
X4 -—-—-—-—i :
0|8 |9 1110

Liczby dziesigtne wpisane w poszczegéine pola tablicy na rys, |
e odpowiednikemi dzieslietrymi lieczb dwéjkowych, kitdére itworzgy sme-
stawienia wartaéaiIzmiennych_ustawionych'w koleJnoscl ZyrTpeXqsXTye

Znane dogodne wxzasnodcl tablic EKermaugha -~ konlunkcje e§ -
siednie (¢ odlezxcdci jednostkowej) odpowiedals polom sgeledninm -
dotyeza funkeji nie wigced niz 4 zmiennych. Przy wieksze] dlofod
zmiecnnych nalezy budowad medele przestrzenne, a jedlil pouostaje
gie w jedne] piaczoczyinie /3/, to algorytm upreaszczania komplikujs
sig. Aby unikngé iych trudncici, mozana zastoscwed inny sposddb bu-



dowy tablic ra przykZed wedlug Zakrlewskiego #5/.

W pracy minigjssel sasteosovance spoodd nestgpujacy:

Frey dwcéch smiennych Zy 1 =z, teblilep dzlelil pig ms dwie war-
stwy i dwie kolumny. Dolng warstwg i prawg kolumne przyrorzgikcwsne
Je sig wartodcl 1, gérrg wareitwe 1 lewg kolumng - wartofci O odpo-
wiednio zmianned x, i . {xys. 2),

Bys, 2. Tablics

éla funkecJi Rys. 3. Tablics dla funkeii
2 rmiennych g smicennych (&) i 3, smiennych ()

Pray 3 szmlennych Lkaizdg kolumng tablicy dla 2 m=miennych dJaziell
slg na dwle wgisze kolumny, = ktérych prawsg przyporsadkowaje sig
wartcfcl 1, lews zaf wertodol O smienne’ X (rya. 3a).Prey do-
danlu czwartej zmiennel Xe dziell #i¢9 = kolei kaidg warstwg na
dwie wglasze, przy czym oznaczenia tablicy smienia sig tak Jask po-~
kazarc na rye. 3b,

Po dodaniu kaidej anesigpnel smieanej dsieli sig kolejne =ns péE
ras kolumny, 12 warstwy, pPre&y csynms

@) prawg kolumng i1 dolng wersiwg preyporsgdkovajs elp =mawese
sartodel 1, natoriast lewg Xolumng i gérng weETrstwy wartodcl ¢ of-
powleénie)] zmienne],

b) oznaczenia tablicy zawese smisnia rie tak, Zeby jednel oEg—
dci zsmiennych od x, do X\ /2 (gdy n - parsysta) lub do Xna1)/2
(gdy n - nieparzysta) byly przyporzsdkewane pary koleino swgiain-
cych sig warstw, poscostalym smiennym sad anslogiczne pary Ioluma.

Ze wiglgdu ne niezmienny spoedd preyporsadkowania {pkt adtabli-

c¢ mcine oznaczadé w sposdéb uproszczony jek zna rye. 4: dmnz smienma
Pisse pig tylko raz obok jednes] £ osi oddzielaiscysh dwie varstey
lub dwie kolumny prayporsgdkowans dwém wartodciom dane] zmicnne].
Wartofel 1 lub O kazde] smienne] odpowiade wige w tablicy powic-
rzchnis sdoszona £ Jodne] warstwy iub kolumny slbe s ceapeln warsiw



Jub kolumn, kitédrego powierzchnia cakowita jest zaweze rdéwna polo-
wile powlerzehni tablicy.

Rys. 4. Uprosmzczone ozneczenie
tablicy dla funkedl 4 zaxlennych

Poniewsz przy iwcrseaiu wyrazef algebraicznych funkejl wertogel
O zmiennej x; odpowlada litera X,, wartofci 1 -~ litera x,,wige
odpowlednie pery wersiw 1 koluma w itablicy mozine iakze trektowad
jako przyporzgdkowane poszczegdlnym literom dane] zmiennej. Dzia-
Zzaniom loglcsnym na literach odpowiadaja witedy odpowiednie dzia-
>ania na wycinkach powlerzchni tabliscy.

Rys. 5. Dzaialenia legiczne w tabliey
a) koniunkeja: oz(A) = x1i3, oL(B) = X3X4e x{C} = E1§2i314
b) slternatywe: (D} = i3§4‘V ie

Koniunkeji 1itsr odpowimda przeclecie powierzchnl przyporzgdko-
wanych danym 1iterom, &lternatywie - poXaczenie poewlerzchni przy-
porzadkowanych poszcszegdlnym skiadnikom sumy {(rys. 5).

Przeclgeia najweiszych werstw 2 nejwezezyml kolumnaml tworzg po-
iz tablicy, kiére odpowiadajs petnej koniunkeji 1llter, tj. zawie-
rejace)] woazystkie zmienne, POl tych jest 22  (przy czym n - 1losé
smisnnyeh). Eatwo sprawdzié, 2e odpowledriki dziesigine koniunkc]i

9



odpowisdaejgoych possczegdlnym polom teblicy ukledajg vlg = nie] =
powien sposdb systenatryeczuy {(rys. &€ 1 7).

Rys. &. Rozkiad odpowisdnikow Rys. T. RozkX*ad odpowiednikdw
dzienigtnych w tablicy dziesigtnych » tablicy
dle funksji 4 zmliennych dla funkcjli 6 zmliennych

Graficzne przedsiawienie funkejl w tablicy polegs na przypo-
regdkoweniu poszczegdlnym polom tablicy odpowlednich wartodcli fan-
kcili, np. przez wpisanie 1 w pola odpowiadejgce geatawlenion waAX-
tofct zmiennych {(lud koniunkecjom), przy ktdérych funkcje przyjmmje
wartodd 1. Jesli istnieja zestawieria, przy ktérych funkeja nle
jeat okreflone (zestewienis obojgitne), to odpowiednie pola moLns
gaznaeayd np, gwliazdksg. Ze wzgledu ra to, e poszczegélne pola ta-
blicy wyczerpujg wezystkie mozliwe zemiawlianis wartofct Zmienmnyol,
pole puste bgdg odpowiadaly zerowym wariodciom fumkcli.

Rys. 8. Przykitad obrazu funkeji 4 zmlennyoh

Tablice 2z nanjesionymi wartodciaml funkejl nazywe sig obrasem
funkeji (rys. 8). Zbiér pdél cznaczonych 1 nezywa slg ocbrazem Jjé-
dynek. Zbidr pél cdpowiedajgeysh zestawlenlom obojgtrym nazywa Big
obrazem zestewied obojetnych i - anslogicznie - £bib>r pdl odpowie-
dajgcoych zerowym wertofciom funkeji nazywa sig obrazem zer,

10



5. OCPERACJE UPRASZCZAJACE N4 CBRAZIE FUNKCJII

Operscje upraszczejace na obrazie funkcji poliegaja na odnajdo-
waniu par pdl obrazu Jedynek, & nastepnie per koleino dwukroinie
wigkszyceh zblordw pdl takich, fsby e kaidym razem elementom psry
odpowiadazy koniunkesle sgelednle. Kaidsg takg pare wyrasa - zgodnie
ze wzorem (5) - pojedyncsa koniunkcja liter.

Rys. 9. Kwadraty rzgdu 0, 1, 2 1 3

Pojedyncze pole tablicy nazywa eig kwadratem zerowego rzedu,
Kazdy kwadrat zawiersjacy cztery kwadraty zerowego rzedu i usytu-
owsny tak, Zeby pozostale kwadraty tej wielkosci mogty cazkowicie
pokryé tablicg, nazywa sig kwadratem plerwszego rzgdu. Anslogicz~
nle okregla eig kwadraty wyzsayck r»z¢ddw (rys., 9). Dwa pols =znaj-
dujgce slg w réinych kwadratach rzgdu n maja w nich podobne po-
fozenle, Jesli po maXoZeniu ne asiebie tyech kwadratéw bey MITROLT W
nia skxregtu pola te pokrylisa eig. Dowolne dws pois  $abhlicy bodace z
definicji ltwadratami zerowego rzedu spelniaja wisc zawsze warunek
podobnego poioienia w kwadratach zerowego rzedu.

zbiér 2F pél wyrazajacy elg Jedng koniunkejg liter nazywa asig
zespotem rzgdn k .

Ponliej podano zasady ckredlanis zespoZdw pdl,

1. Dwa pole obrazu tworzg zespdl rzedu 1, jesli moina dls nich
dobraé takle dwe kwadraty rzgdu n , lezgce wzdiuz Jednej iimnii
pionowej lub poziome] oraz w tym samym kwadracie rzgdu (n + 1), Ze
pola te majsy w nich podobnrne poXozenie.

2. Dwa zespoly rzgedu x (k = 1, 2, 3, ...) tworzg sespsSit xzgdu
(k + 1) , jedli kazdemn prolu Jednego zespo?u moina przypicad poie
drugiggo zespotu, w ktdrym tworzy ono zesapdl rzgdu 1.

Isnieje zalednofd

m=n- 108, p=n-~k {(7)

11



w ktérel: n - 1lofé smisnnych, m - diugeéd kenlunkeji odpowiadejg-
¢3) sezpokowi xzpdu k , p - ilefé pdl w sespole, p v ﬁk .

Y
B e
&
il
Xg
Xg 8
Rye. 10, Ilustirscla zasady 1 Rys. 1i. Ilustreeja zasady 2

Fe rys, 1@ poie A 41 3B +tworsg sespédX rzedu 1, poanlewazl =majg
podobne poictoenie w kwadratach 2a 1 2 rsgdu 2 leigcych wzdiud
1inii picnewel w tym serym kwadracle rzgdu 3, Podobnie pola D 1 C
ornz X i P, Zespoiy A 1 B rzedu 1 z rys. 11 tworzq ssepé rzgdu 2,
poniewat pary (51. b1) i {az, bz) tworzs zeppoly rsgdu 1. Podobnis
seapedy C 4 D oraz E i P tworzg zespoiy rozgdu wyliasego.

12 A " 1 1 i -
. gﬁ%ﬁ% Kys. 12. Przykisdy parx
: - “jﬁwggﬁJ%r_ zemspoidw codpowiasdalgcryen
St S konlunkcjor sasiednim
: ] C; R
j . . . -Dla sprawdzenla powriZssysh
Xq - _ AL zased mozmae naplsaé iloczyny
Z i € odpowiadajace na rye. 12 parom
%y 22 | 7 r zospodéw: (A,, A5), (B;, By,
Z & .4 @"‘-} (Cqs ©,) 1 (Dy, D,). Pary te
X3 s 4 ST epeiniaja warunki zasad 1 i 2,
i JL IS powinny wigc wyrazaé gie Jedng
Xg
Xs Xg 7 konivnkejg literx.
Para 11 1 4, Pa:ral31 i 32
X1 ¥2E3% ¥ s %6 18 *1%2 |5 %6
x1_zgx3x4xﬁxﬁx?xa X4Zp | X5 Xg
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Para @3 3 62 rare %1 1 Bz

Xy| XqXeTeXey Z4| Xp| Xge

—

Koniunkcje odpowisdajsce zegpotom kazds] pery s§ konlunkejems
sgolcdnimi, co potwiexrd=za oczekiwany wnicsek. Psdobnie muing epra-—
wdzié sasady 1 & 2 ne iannyeh przykledsch, Ich stusznrodé begposred-
nio wynike = przyjotego sposobu budowy tablie 1 prsyjetych ckre-

lefs,

Dowoliny respd Lj roedu k speXnimjgey warunkl

§JEPUW, I.dn?ﬁ-a-

{prsy cEyms P - obrazs Jjedynek, W - obrax sestewlel obojeinyeh, & -
sbidr pusty) nasywe sig sespolem maksymelnym, jefli nle ietnieje
zespdt L% rzedm kX >k taki, se

Lc L'cP UW (8)

Eoniunkcje przyporszsdkowane =szenpoiom makeymalnym odpowiadaljy
poejgcliu prostych implikentdw w mensle Quine a J15/ uogélnionemv
ne przypsadek wystgpowania zestawied obojeinyoh., Laitwo udowsdnié, e
kazde wyrazenie minimelne w sensie Jednegec 2 kryteridw 1, 2 lub 3
sktede sig tylko z prostycsh implikantéw.

Istotnie, jJeflli zaZoiyé, 46 w wyrasaniu speXnianjscym Jednc spo-
Srdd kryteridw 1, 2, 3 wystepule koniunkcja o dZugodcl 1 nle beg-
duca prosiym implikentem, %o oznscza, %e¢ isinieje zespsé: L rzedn
k* , xtéry speinia warunki

Lcl*cPUTWR, k>k

Prey czym: I - zespé: rzgdu k odpowiadsjipncy dene] konlunkcji.
¥ynika = tsgo, 2e dang koniunkejg mozna sastgplé inng o drugos-
¢i (n « k*) <1, co spowoduje gzmnielszenie ceny € (réwn. (2))
wvyratenla, To =zeé przecery zsaiuvieniu.
Prakitycscanie blorye, technlks okrefiania gespoiu msaksymainego
pelega ne tym, %e wybierajae okredlone pole obrazu Jedynek (zob,
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Pkt 7.2 1 7.3) przeszukuje slg koleino dookola tego pole kwadratly
coraz wyzazych rzeddw w celu znslezlenlis pola obrazu P lud obra-
Zu W, z ktérym dane pole tworzy zespél rzgdu 1. Nastepnie poszu-
kuje sig innego zespolu rzedu 1, =z ktdrym uzyskeny zespdit tworzy
ze8pd rzedu 2 1td. Procce ten kontynuuje eie dopéty. dopski nie
uzyska sig zespoiu mozliwie najwyiszego rzedu.

Jesli przyjigé kryterium i, to proces minimalizecii moina okre—
811¢ jako proces poszukiwenis takich zespozdéw maksymalnvceh Lys Lo

. a9 3 LI‘ I‘Zﬁdu k.l, k2' s e p k;r, ﬁﬁb?:

‘I._'L.luit,au“. Vb, -FPCW,
r
2. Suma C mfz:: {n -~ ki) cvgiggate minimim w rodzinie wszyot-
1my
kich mezliwyeh zbiordw zespo2dw maksymelnych speiniajgeych waru-
nek 1,

Warunek 1 méwil o tym, 2e obraz jedynek mmsi by¢ w catodci po-
kryfy R zespotami L1, nesy Lr‘ Wynika on 2 zalofenia skwiwalent—
nosci wyrazenia funkej’? 2z funkejs zadansy, TWarunek 2 wynika bezpo-
Srednio =z zaXoionego kryterium minimalnodesi, Jeédli zauwazyé, ze
wartosé (o -~ ki) ockredla diugosé i-tej komiunkeil wyratenia el-
ternatywnego normalnego, Sums € stanowi wigce ceneg wyrazenia,Moie
na ja przekeztarcid do posiaci

oy
c-rn-Eki-rn«-S (9)
im?
PTEZy CZym

r"‘l
S =Y k (10)

i=n?
Poniewnl /\ (a > kg) , wige C osiggas minimum wéw-

16{1,....,::-}

czas, gdy S osigga msksimun,

1) Sformutowanie: "zespbéx L pokrywe pole 41 " oznacza, 3e
i€ L.
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6. MINIMALIZACJA FUNKCJI BRZPOSREDNIC
KA PODSTAWIE JEJ OBRAZY W TABLICY

Jesli 1l08é réinryeh spomobdw pokrycla zegpoaml maksymalnyml ob-
razu funkeji jeet nieduze, co wysigpuje W nrzynadki mEYE] i Tofel
prostych implikantédw, wyrakenie mirimelne funkcjli mozna bezpcired-
nioc uzyskoaé na podetawle jej obrazu w tablicy. Wykorzystuje =ig Iu
praktycznie wnioski, xtére wynikajg z warunkdw 1 1 2 okredlonych w
pkole 4 oxraz uwag podanych w pkcle 2 (zukiads Bilg n < B), &8 mnia-
nowlcie:

1) obraz pokrywe mig minimalnsg i1losciy zespoxéw maksymelnych,to
znzczy dazy sig do osiagnligeia T = To.., 4 €O cznacza tworzenle ze-
gpotéw maksymelnysh mozliwle nie przecinajgcych sig,

2) v praypedku réznych warientéw pokryé o T = X 4., wyblera sieg

Tmin

to pokrycie, ktéromu odpowlads mukeimum sumy S ='2:: ky -
11
Pokrycle, kitéremu odpowlada wyrasenie misimelne, nazywa elg po-
kryeiem minimalnym.

Przykied 6. 1. snalefd minimelne wyrazenie fumkoji na
podstewie Jsj ebrasu podanegs na Iyd. B.

B C
! b |
...d:r‘.—.—,‘:‘:"
" ] f )
e ..--h...........u..-"‘-F ‘
*
a e

Rys. 13. Kinimalins pokrycie
funkeji z >Fs. B Xz

—p— —
-

7
e

Ha podstawie wnioskéw 1 1 2 dokoruje sig pokrycia obrazu jady-
nek zespozaml meksymalnymi tak jak to pokszano ne Iys. 13 linlg
cigglg. Ponlewei Jest o jedyne pokrycie obrazn funkeji trzema ze-
spotemi, & wige ¥4, = 3, to vdpowimdasjjce mu wyrazenie algebral-
ezne bgdzie wyraieniem miplimalnym

2 = (A} YV (B} V =x(C)

przy czym x%{4), SX(B), o {0) -~ koniunkcje odpowladajace zespolom
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Ay, B, Co.
Po wyznacreniu ox{A), o¢(B), (€} otrzymuje sip

3133\" Ezr;.#\/ i‘liz

Preykted 6.2, Znalefé minimelns wyratenie funkcji za-
dane) shbiorem odpowiednikdéw dzileceigitnyeh
: 4 "‘{1 tzr @,5,51‘1?.9, 135 15' 15! 17! 13919'5 24" 25! 29131}

Obraz te] furkeji przedeotawiono e xrys, 14,

G £ D
o 1 ﬁz a3 4\5 6 \7

0 oo 5 ﬁe

" | ¥ D {D Rys. 14, Obhraz funkeji pigciu
X ) . . smisnnych wraz % zZaznacronym
,,w (GO Dy ‘ poekryciem minimalnym

AWV O

ae 1k s\e

Rospatrujgc rdéine moiliwodei pokryé znajduje slg, Ze& najmnle]-
gza 1lo8¢é zespoidw maksymelnych pokryws]acych obragz funkeji wynosi
6. He rys. 14 zeznaczono Je limnig clggig, przy ozym Ddpole 2 mole
byé pokryts albo sespotem B, albo zespokem G (linla przerywanz).

¥ozliwes =g wiso dwa pokryela obrazu najumuilejszgy 3dlodesly seapozdw,

)
Poniewat charalkteryzule Jje Jjednakows suma k. = 11, wige odpo-
i

1=
wiadeja im dwa rdédwnowaire wyrazenia minimalne;

£y = o{A) V o(B) YV o{C} V o&(D) V o(E) VY X (P)
£, = o6(l) V %(B) VY o¢(C) V (D) Y x(G) VY xX(P)

Po wyznaczeniu poszczegélnych kopilunkelJi oiA), o«(B), ... uzy-
gkuje elg ontatecznile

£, = x, EBE % §3§ 255V XpXgTeV X, :'22:5:3 VX 3x 4_5'(5 vV .1:1-1':2i3

fz & I1 E3E4V ;35‘15 \-’ EEEBEsv 21 ;":213\/ ;253K4§5 V 11 §2§3
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Ten spoest minimulisacii moina jednek stosowad tylko wéwozaszm,
gdy droge prostyeh prdéb metma uvstalid minleslne pokrycie obresw
Jedynek. ¥ przypadkach bardsie] skomplikowanych nalety posiugiwead

€le metods oplicang w pkele 7,
7. MIEIMALIZACIA PUNEKCJI W PRIYTDADKU OGOLEYM
T7.1. Okreflenis podestuwowe. Tworzesle galazd pél ocbrazu jedynek

Gwiesezdasg denego pole nszywe slg 2zbldr wezyetkich sespo~
2éw maksymalnyeh pokrywajacych to pole. Jedll galszde danego pols
sk¥ade sig tylko z jednego zeepolu maksymalnege, $o zespdd ten Le-
zywa slyg eokstrsmalg podeiuawews.

Ekxstremse l i pedsestewoweld odpowiada ns grim~-
clie wyrazeidi algebraicenych podsteaswowy prosasty
implikent. Zbiér wesystkich ekstremsli podstawowych nasgy-
wa sip J adrem pokrycia i - analogiczrle — zbidr wszystkich
podatanwowych prostych impliksntdw - J g d r e m funkcJil1l.
Jak w~isdomo {(np. 712/}, Jjadro funkcjl musl wystaplé w kazdym wyra-
zeniu minimalnywr. Z¢ nd2 maksymeiny, Xtdry wehodzi do minlimslnego
pokrycia, nerywa sig ekstremalg. Ekstiremale, ktdre nile sg ekstre-
malami podstawowymi, nazywajg 2lg € £ » t rema l ami 1 u i-
oy mio.

Zak2ada sig, Ze funkcja 1(11, T mn) ma obrez jedynek * i
obraz zestawien obojetnych ¥ . Tworzenie gwiazdy dles pelis na oray-
k2ait J polega ne wyszukaniu wezystkich gzespoidw maksymelinych,
ktére pokrywajg tc pole. Niech ©beda to zespoly np. Lg, scep Lm .
Po wyznaczeniu zeapodu L1 wpleuje slg v poia L1 indeke 1 ., Anm~
logicznie postepuje slg po wyznaczeniu kaidege nastgpnego 2zecspoiu
Lo, LB' veey Lm . Przy tworzeniu gwiazdy dle nastgpnego pola in-
deka 3% przebiece wartofci poczawszy od {(m + 1) 1td,

a2, 0gdlna metode okreflenia wasysthkich wyrazefi minimsalnych
funkeji wraz ze zblorem wyreiea granicznych

_Pnniiaj opisana metods ma zastosowanie wowezan, gdy ze wzgleddw
prektyczaych (z2stedmy zZainieresowani w posiadeniuv wszystkich wmoi-
liwyck wyras~i vinimalnych funkeji crez zbloru wyrazed granies-
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nych. Praktycznle biorge, mozne Jjg jednak stosoweé, ze wzgledu ns
bardzo szybki warcet ilodci precy formslnej, przy funkcjech do 5
lub § zmiennych, ewsniualnie wiecel w przypadku nleduiej ilodcl g=-
lementéw obrazu jedynek (ludb zer, Jedli poszukuje sig wyraienlia mi-
nimainego negecii fTunikcii). Tyrdinia nie w nlej dwe etepy:

1) wyznaczenie gwiazd powmzczegdlnych pél odbrazu F ,

2) wyznaczenie podzbloréw prostych implikantéw tworzgeych gra-
nicene wyraienia fumkcji wrez ze zbadeniem ich difugodcl - wyzna-
szenlie wyraienls minimalnego.

: obrQz
l funkcit F,W

tworzenie gwiozdy
dia pola

{1}
m-iloscé elementaw
gwiazdy

Etap 1

a) wypisonie koniun-

ij; Thyg O% {LT)

b) skrestenie pol t;
Fr=F -5
W=\ u L;

WUCZ @ POy i

tck nig

——

V j- pr'gjiue | wc:si:
kolejnego odpowiediii- |
ka dziesietnego pola F|

Q) mqotenie graficzne
b} okredlenie diugasci
wyrazen

-y

; Zbidr wyrcien mini-
mainych

AR SN el AAMTEEES SR AR R IS et SamiisCle dEnEMD Pallle ST ONE 470 SERAE

Tve., 5. algorytm metody okredlenia wseszystkich wyraZed winimainych
furkeji i zdioru wyraied granicanych

18



Po utwvorzenin obrazu funkcijl (P 1 W) tworzy eig gwiaszdg dla po-
1z obrazu P o ocdpowiednilu dzlesigtnym J (blok 2). Ustsle ¢ig
nastepulacy brzebleg wartosci J :

Jeflii odpowlednikl dzlesgietne p4él obrazu F ustawié w ciag @
wzrastajgeyech wartoscisch, to J vo©roeblege kolejno wyrazy tego
ciaggu., W plerwzzym kroka tworay olg wigc gwiazds dle pole o nej-
nisszym odpowiedniku dziesieinym. Jedlli gwiezde skiada sig # Tylko
Jednege zespoiu Ly (m = 1), to wypisuje s8ig koniunkejg o, =
= ot(Ly), a pola 1L skredla elg. Pola skredlone traktuje sig na-
stgpnis jako elementy obresu sestawied shejgtnych., A wigo

We=Wol, £12)

Rastgpnie przechodzi sig do wyznaczenie gwiazdy nasigpnego pola
aktuelnego ocbrazu F . Kroki te powterza sie do wyczerpania pdl
F . Jedli dane pole wchodzi do pewnych zespoidw juz okresloanych,to
dope2nia sig gc indekeanmi nowe utworzonych zespoizdw, Uzyskany po
ukodczeniu tego procesu zbidr koniunkecjl (okredflonych w bloku 4)
stanowi jadro funkecji. NieokresSlone polse obrazu jJedynek (sktuslny
obraz F) hgda oznaczone co najmnlej dwoms indekeami 1

tye. 156, Obraz funkeji Rys., 17. Obraz funkeji
% ryp. 16 po
do przykisdu 7.1 przejdciu etapu 1

Przykzed 7.t, Obraz funkecili przedstawlono na rys. it.
Rozpoczynajae od pola O zazjduje sie, %Ze tworzy cno zesponiy rag-
du 1 2z polem 1 oraz 16. Zespoly te oznecza sig odpowiednlo L,
i 52 » Wpole O wpisnle Ble cyfry 1 1 2 , w pole 1 = cyfr&
i , % porle 16 - cyfre 2 (xys. 17).
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Czynnodci te powtarze sig kolejno dia pél 1, 3, 6. Rezpatrujsge
pole 6 nmoZna zauwaiyd; Ze gwiazda tego pole skisda mie wyZzacznile
% zespoiu Ig . Zespék Lg Jest wige ekstreomalg podeiewows, 2 od-
powiadajacs mu konlunkela - podstawowyn prostym implikantem

Pola gzespoiu Lg prrekredla sle:
P ; aP --Iss

'ﬁ:-ﬁULG

Haetgrnie tworzy slg gwiszde dla pola 16 ., SkZada slg ona Z ZOSPO-
«u L, okreflonego poprzednio oraz zesgpozéw L7 i LB « ¥ pole
16 dopisule sle indeksy T 41 8 .

Kontynuujge powyzszy proces do wyczerpania péil obrasu F otrzy-
pule elg tabliceg wypeznlong tak jak na rys. 17.

Etep 2 bedzie opisany Jakc konitynuscja przykiadu T.1.

Dle kezdege pola F itworzy sig sumg loglezng symboll %, DPTEY
ceym 31 przetlega wartodci indeksdw wyplsanyeh w dane pcle, & na-
steprle tworzy slg iloczyn loglczay tych sum:

(0%, V ©%,) 0, V ) (055 Y X,V S3 (04, V ok Y 0%g)
(13)
(g V Xg){Xg V¥V 04l {1V Fq) (g V qy)

Jesgli wymnozyé teraz wsesysikle wyirazy przez sichies uwsglgdnia-
Jac rdwnosci:

(mjv mn)(mav X ) = mJV o N {(14)
3V XV Xp) = oy (15)

to wyratenie (13) moizna przeksztalelé do postaci sumy 1loczyndw
symboll Sy 5, i = Ts 25 0eep 12 &

Zatoiywszy, Zc X, = c:(:r.i) ¢ gdzie m(Li) - korniunkcja odpo~
wiadsjaca zesporowi I.1 » to, Jjek wykasano w pracy GCluskeya /J1/,
koniurkeje o¢,; zawarte w katdym tak okreflonym ilcezynle siarnoc-
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wig podzbiory prostych implikantdw, ktére tgesnie z Jadrem fanke]i
tworzg réine graniczne wyraizenis funkejl. Do wyrezenlis minimsinego
wejdzte podzbidr o najmnielsre] ilofcl elementdvw, W proypadku ist-
pienia kilku takich podzbioréw do wyraienis minimalnego wejdzie
ten, dla kidrege cena C {(réwnanie (1)) oslyga minimum, Przy xrdéfs
nych cenach istnisja rdwnowaine wyrazenia minimslne.

Wykonsnie bezposrednie powyzszych czynnodci jest jednak w prak-
tyce dosé ucigzliwe. Moina Je jednsk znaczunle uretwié stosujsc apo-—
séb, ktéry bagdzie nazweny mnozeniem graflcznym.

7agade mnozenia graficznego Jest nastgpujgcsa:

Jesell jest na przykiad wyreienle

to mozns Je graficznie wymnoiyé tak jak na rys. 8.

O 4 R 4CR g e Chg

X g JOL 2 N

Rye. 18. Graflcime wymnoczenle ey
v wyraze ;}ia P
(cx1 c:zﬁv ij)\éx“v =

5J

O, Of T T
g |
Lo P 4

r..--.. — e — ——

<+ :
Qhg | Ohg | Dhegg| Oq3 | Cp | R
Oy 4

Rys. 19. Graficecne wymroZenie wyrazenla
(06, V 06, V 00 (0%, V St} (X V ) (XgV Otg V 04V SXqq)

Pablicg w keztalclie prostokata dzieli si¢ nw trzy kelumny, kid-
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rym praypisuje sig kolejno skZadniki plerwszego ¢zlonn w nawiscie
e ¢*2, Cﬁa, oraz ne deie warstwy, kidrym przypilsuje sig okisd-
nikl druglego czlonu Céas g . Ba przeclgciu sle kolumn z war-
stwaml powstaja peola, 2 ktdérych kazde odpowisda ilcezynowi dewéch
1iter., Sums tych iloczynow dajle wyrszenie, kitdre Jest wynikiem wy-
mrosenia cziondw wyratenis (16).

Jesili chce si¢ wyratenie (16) pomnoiyé przez nowy cilon zawle-
rajacy k skladnikdw, to kasdg kolumng (ludb kazdg warsiwe) dzisli
#lg nae k eczefecl, ktérym przypisuie sig kolejno ekitadnikl nowego
czionua, Mnoienie przez kazdy nastgpny czzon wymags podziecleniz kade
de) warstwy lub kazde] kolumny ne ilodé czepsdcl réwng ilosci sktad-
Bikéw w czonie, przy czym wybdér sposobu dzielenis (Azielenie ko-
lumn lub waratw) Jeeset w zasadzie obojetny (rys. 19).

BElementarne pola powstele przez przecigele sip nsjwgpzszych Xo-
lumn 2 nalwegsszyml warstwami odpowisdajsg zawsze poszezegdlnym i1lo-
cezynom liter powstajgeym po wymnoteniu przsez slebie wezystkicech
extonéw denego wyrazenia, |

¥ ten sposdéd moine graficznle wymnoiyé wyrazenie (13). Ponlewai
Jednak w poeszczegdinych czXonach wyrezenia (13) symbole %, o ta-
kinm samym indeksle muezg powtarzed sig, to wykorzysiujsgec rdéwnodel
{14) 1 (15) mnozenie graficzZne moina Jdodatkowo uprodcié.

Pupize] oméwionych begdzie kilka przykiaddw powtarzsnlia sie sym—-
boll, Trzecha me przykiad wymnoszyé czlony wyrazenis

{m1V mz)(cﬁ:; L ¥ a‘#)(mﬁi‘ W 0-:5) {17)

¥ czlonie drugim i trzecim wystgpule ten sam wymbol céa s ERo-

reystajac 2 réwnodci (14) powyisze wyrazenie moins przekeztaXcid
do poetaci

(a;1v mzj(ot.BV % cx.s)

Jesll wigc wymnozono dwa plierwseze cziony wedlug poorzednio po-
danych regu na przyk2ad przez dwukrotne dzielenie kolumn, %o po-
mnotenle przez trzecl ezxioen nle wymaga dalszego dzielenis, lecs
tylko dopisaria symbolu =X g do symbolu % (rys. 20).

Jedli trzeci czion skisasdaZby sig rie z dwu, lecz 2z trzech skXa-
dnikdw, ap. 42%3\#’ 045 A4 Oﬁe ¢ 30 — uwzglednlajgc, Ze
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(0uy V x4 ) (23 V 55 V 063 n oy WV 06 (3 V%)

nalezazoby kezdg kolumng cdpowiadajagcsy Ok y podzielié na dwie -
przyporzgdkowane 3&5 i e natomlaat kelumns ﬂwj pozrostata~
by bez zmiany. Odnosi slg to, cczywidcle, do przypedku, zdy mnodte-
nie przez itrzecl czion chee si¢ wykonaé przez dalszy podziatr ko=~
lumn, w przeciwnym prazypsadku obowlagzywaiyby regufy poprzednie. Ia-
two eprawdzié, %e jesli w czionie trzecim wyrateniam (17) zamisst
symbolu c$3 wystepowaiby symbol ©6¢y » to uwzglgdnienie trzecie-
g0 czionu przez podzial kolumn polegaXoby na dopisaniu symbolu Ot

do symbolu X (rys. 21).
| | L ] ]
on;L - Oy Lq“s Oy ERAERE
Oy O ad Oe2C%s
Rye. 20. Graficzne wymnozenie Rys. 21, Graficzne wymnozanie
wynnoczenle wyratenia wynnozenie wyraﬁenia
!

Zeklada sig¢ obecnle, e trzeba wyreienie (37) wymnozone itek Isk
na rye, 20 pomnozyé przez czicn na przykzad cxs'vicus dzlelac
kolumny

[o1Coeg v oqy 24) V' ey 063 V oy ox] (o v o) (18)
Po przekasztaiceniu i uwzglgdnieniu réwnosci (15) otrzymuje sig

oy [“3( g V ) V °‘4°‘5]V c"‘2["“‘3“"“5 V g}V ""‘4"""‘5] (193

Pordwnujge wyrazenie (18) z wyrazeniem (19) widaé, 2e pomnoze~
nie przez c¢zion {ch'V'cmE) wymega podzielenia kolumny ¢, a8
éwie ~ przypecrzadkowene symholom ol i g Kclumny %y 5L Xg
nie ulegajsg zmwianie,

Jedli w czionie (cw5‘V Cﬂs) zemisst symboln cws wystepowai—
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by symbdaol % 3 wyetgpujacy w teblicy na rys. 20 pojedynczo (nie
Jest do niego depiseny inny symbol), tc Zatwo wykaszed, e plide i Lo T AL B
nie przez takl czZon polegatoby Jjedwynls na dopisanin symbolu g W
kolumnach oznaczonych w%mﬁ o

Rozwezenie powyisze mozna wogdlnié., ¥a przykXad, PO wymnozeniuw
1 eczXondw trzeba otrzymene wyrsienls pomnciyd przez ozion neetep-
ny ST = m,ﬂ ¥ m’ga’ ¥V sca ¥ N'gs - ZaxdZada si¢ przy tym, & mno-
zenle ma by<¢ wykoénane pryiez dzlelente koluzmn,

Twierdzenle 7.1. Pomnozenie Przez ozzon S7 nie wy-
mega dsielenie kolumny przyporzgdkowsnej iloczynowl M = o N me
cve O¢ o » Jedld dla pewnego 1 (1 = 1, 2, se.5 k) oraz pew-igo
d (I =1, 2, wee, 8) zechodz: rdwnosdé g = Sey .

Dowéd. Podzistowl kolunmny M ns czgdeci odpowiadajace mﬂ,
odpowiada iloczyn MS,!. « Saktade sig, z2e¢ riéw-
nosdé ot g ® ’“&j zachodzi wéwczes, gdy 1 = & oraz d =b ., Jest

By Tmi w2 cor TmaTm(Sqr V %qp Voo VLV o)

Uwzglegdniajge réwnosé (15) otrzymuje mig

HSTB g ser e mm = M
co koficzy dowdd,

Twlerdzenile 7.2 . Jesii % tablicy 1istnieje Xoclumns
odpowiadsjace N sepelniajgcemu warunki twierdzenia 7.1, to prey
meoieniu przez 31. koluany, ktdrym odpowiadajg 1loczyny R »ré%z-
nigce plg od M tym, ze zamlagt Xon B C”qb wysigpuje inny czyn-
nik, np, Lk » mMozZne d%ielié na czgdcl przyporzsdkowene skYad-
nlkom 81- % wyliaczenlem gkadnlka ‘“Tb .

Dowd d. 2 zaXozed twierdzenia {7.1) wynika, 2e M oraz N
mozna wyrezlé w sposdb nastgpulsgcy:
H-I-ang, M = Lo

x ma

gdzie L = A « Wartosé ilozzynu
1o mi

id=
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quﬂlfmng{c&,laiv m?a V'.--V m’gh \"‘QOOV mw) w
-]
= Lmﬁg 3/}1 m"ﬁé v I-‘.mng m@
JAb

Poniewa: kolumne ¥ wystepuje jus w teblicy, to z réwnodel

wyniks, Ze kolunny chng}mc Jeet zbgdna, a %o dowoédzl twierdse-

nia. W przypadku gdy ST = Q’{’l A\ m'fh ¢ Jest

= I-Ocng 0“11 \% Hmng VE= Emng mrrl Y H

g wigc w tym przypadku wystarczy dopis=z& eymbol cn11 do symbolu
&ng -

Na podstawle twierdzesd 7.1 i 7.2 mozna w spossdb UProsIcECcny wWy-
mneiaé dowolne wyraiemie typu wyrazenis (13). Ponadto mozna wy-
snué praktyczny wniosek, Se w celu pomncienisa tablicy prses nowy
cz2on neleiy dzielié wiersze lub kolumay w zaleznoscl od togo,ktl-
re dzlelenle jeat korzystnie]lsze 2z punktu widzenia twierdzesd 7.1
1 7.2.

Keniynuujlae przykrad 7.1 wynuasa eie obecnle na pocdatawlie po-
wyzszych zasad wyrazenle (13). Naleiy zaznaczyd,Ze w prakiyce pro-
ces mnozenle moina wykonaé bez wypisywania wyrezenia (13), & mis-
nowicle bezpodrednic na podstawie tablicy z obrazem funkeji {rys.
17).

Skradnikom pierwszago czZonu =<, 1 ot5 Dprzyporzgdkowuje waig
dwe wiersze, na ktdére dzlell sig tablice (rys. 22). Pomnozenie
przez drugi cz?on cm1ivic¢3 realizuje eaig przez dopisanie sym~
bolu Ot 4 do symbolu x5 (na mocy twierdzeniz 7.2). Wiersz % 4
pozastanie bez zmiany.

Pomnotenie przez czion cx-BV m4\/ 5 wymaga podziau tylko
wiersisa X4 , wiersz aaacmB pozostanie bez zmliany (twierdzenis

7.1). Pomnotenie przez czXon Sy W g ¥V oty mozna wykonaé proes
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Rys. 22. CGraficzne wymnoZenie wyrazenia (13)

Po wymnoieniu w podobny gpoﬂéb wezystkich cziondw wyrszenle
(13) octrzymuje sieg tablice podzielonsg tak jak na rys. 22. Poniewazl
niektére egymbole uiyte przy drieleniu warstw wystgpowazy iakie
przy dzieleniu kolumn, wigc w pewnych podzblioreczh symboll przy -
porzgdkowanych poeszczegélnym polom tablicy mngs wystgplé powtirze-
nis symboll. Powtdrzenia te moina zaznackyyé przez wpiganis « odpo-
wiednie pola typu znukdw "-®, ile Jest powidrzed.

Nastepnie w kazde pole wpisuje sigp liczbg okreflajges JdTugosé
odpowisdajrcege mu iloczyumu i odrmejduje elg pole, kidremu odpowla-
da iloczyn nejkrétssy. Jak widad ns rys. 22, neljkrdéitszy 1loczyn
ma drugosé 4, Jest to iloczyn

641 QGS EKB m“

Koniunkeje oX,, Ky Kgsy OCgq WIraz z podatawowym prostym im-
plikantem o<, tworzg wiec wyraienie minimalne

gézie: - o . =
ﬂﬁral = 1112331&'
Og = X3xexy
Clg = XqX3Xy
Oeg = R-ﬂiigiéﬁg
Ctq1 = XTqTpX3E4
26



Cena wyrafenie

G - : 11 L 18

1“195'&,8‘11

Nale2zy zaznacsyé, e nle warnystkie iloczyny zawvarte w poxaeh
tablicy muszg odpowladad wyrazeniom graniozoym.

Te3s Metoda bezpodredniego okresdianias wyrazenie minimslnego.
Twierdzenie o lokalnym wyZuskiwaniu ekstremali

Ponlteld podanco metodg bezpodredniego uzyskiwania wyrazenia mi-
nimalnege bez potrzeby tworzenla zbioru wyrazed granicznych. Umog-
liwia ona znaczne rozszerzenie zskresu minimelizowanych funkeji -
doe 8 lub 9 zmiesnaych - w stosunku do metody opisene] w pkcie T.2.
Podetawyg te] metody Jjest twierdzenmie o lokalnym wyueskiwaniu eks-
tremall (twierdzenie T7.3).

Zaktada sig, 22 dane sg zsbiory FP° 1 W’ epeinisjgce relacig

P c P
W' W
F'uouw =aPuUY

gdzle: F - obragz Jjedynek minimalizowanej funkcjil £( TpXrpeeo "xn)"'
¥ - obraz zeetawiend obojgtnych,

Kiech Lr1’ Lons eses Lo, 1 L, bedg zespolami makeymalnymi
0 rzgdach odpowlednio kr1' krn i ka okresSlonymi ra zbiorze
P°UW" 1 speiniajJacyml warunek

LNP 4 e
gdzie: L = I.qﬁ LoMeee L, ML, , €~ zbiér pusty.

Twlerdzenie 7T.3. Jedli

I.E-I.cw' {20)

OT'RE

V' k> k) (21)
1e{1,...,n



to lsinleje minimalne pokrycle obrazu FP° nie zawierajgce Ly
Dowd d. Z2ak2ade sig rajdierw, e

A\ (kyy > kg) - (22)
1'&{19-0t9ﬂ.}

Z werunkn (2) wynika, 2e L, pokrywa tylko te pola obrazu Jedy-

nek, ktére naleig do L , @ wiges takie do kaidego L,s » Cena po-
krycia I, =zeapoZen Lri Jest

Cpy =B = kg
Cens pokrycie L =zespo¥em LE

cﬂ = I3 = ka

Ze wiogledu na (22) jest

(C_, << C_)
1e{1,\:/..,n} = y

Wynlka z ftego, 2e w tym przypedkv w Zsdaym minimalnym pokryciun

P’ nie moie wystapié L, « Jesli natomiast V (kriukﬁ
i€ {1,...,@}

to dla pewnege i » ¥ gachodzl rdwnosé Cog = C, o

Ze wzgledu Jednsk na (20) Jakiekolwlek pokrycie zawlersjace C,
moze mied cene co najwyzej réwna cenie pokrycia zawierajgcego crt'
lecz nlie mniejnza. Tak wige F™  zZespdd OE moZne zastgplé zespo-
Zem crt s 8 to dowodzi twlerdzenia.

Powyieze twierdzenie mozna rozszerzyé ne przypadek, gdy zamlast
Jedrege zespoiu L, wysigpule zbidxr {1'31' vesey I’sm} zespotdw.

¥ analogiczny eposdb zetwe dowlesé, Ze przy speinieniu warunkdw

e frn ) o T ‘”’

A k> ) (24)
15{1,.\/..,:1} se dv,...,m} T

gdzle ksj e J 2 1, eses M = rzgldy zespoidw Laj » fotnleje minie

malne pokrycie mie zawierajgce Zadnego zeapoiu Laa s 4 = Toaaeple
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Dowodu ze wzgledu na 2atwosié nie podaje silg.

ZespoXy L., 6petnisjace waTrunek k,® k, nezyra slg w del-
szych rozweianiach zespoZanl typu » , zespoly zaé Layge ses s Do
zespotani typu = (przy =zeloisnlu, 2e¢ 8g speiniczne warunkl twiler-
dzenls T.3). |

Z twierdzenia (7.3) wynikala wesne wnloskl praktyczne., Jedli n=
praykiad gwlegzdas danego pola obraiu P akisdas sleg & dwéch zZegpo=
6w maksymelnych L, 3 L, o rzgedach k, 1 k_ 2 1 Jest k >k_,
przy c¢zym L, speinis warunek (20} (L,, Jest wige zespolem typu
r , L, zas$ zespotem typu & ), to moina przyjaé, 2e L, wchodzi
do pewnego mlinimalnego pcockrycia, & wlge jest skaitremalsg,

¥riosek ten mozna zainterpretowsd w spoedb nastepuigoy:

Jesli L, - L <w’ gézie L = L, " L, , to pokrycie F’ zawle-
rejgee L., Jest co najmniej rdéSwnowazne pokryciu zawierajgcemu
L, » przy czym ma taky samg diugoddé¢. Jesli natomiasgt L, - I.vi’;*i:‘ﬁ"g
a wige (L, - LYNF’ # © , to oznacze, 2e L., pokrywa pewne pola
obrazu jedynek F° , ktdére nie nalezg do L. N L .Pokrycile zawlie~
rajqce L, moze byé wige rédwnlez co najmnie] rdwnowazne pokrycin
savieralgcemn Ly » @ nawet od niego krétsze.

W przypadku gdy gwiazda danego pola skZzeda sig z kilku zespoidw
typu ® oraz r , wéwczas zespoiy typew B mozna wyigcezyfé z roz-
waezal {przekresla sig odpowlsdnle indeksy w polasch, z ktdrych ze-
spoty te skiadajs sie).

Algorytm metody wykorzystujacel twierdszenle T.2 przedstawiono
pa rys. 23. Przyjeto oznaczenie: P - obraz jedynek zadanej funk-
cji f(x1, S xn) . FO-zbiﬁr pél obrazu F nile oznaczonych ak-
tuslnie Zadnym indeksem, F1 - 2biér pédl obrazu F oznaczonych je-
dnym indeksem, FZ - zbidr p6l obrazu F oznaczonych wigce] nilz
jednym indekeem, W ~ obraz zestawied obojgtnyck, m - 1losé elemen-
téw gwiezdy, 1 - indeks aktualnie ostatniegc okreslonego =zespoiu
makesymalnegoc.

Metoda ta rdéznl sie od poprzednie] tym, %e przy kazdym kroku, w
przypadiku gdy m £ 1 , bada slg, czy 83 spetnione warunki twierdze-—
ria 7.3 (blok 7). Jesli m3 one speXnione, to alboc uzyskuje sig ekse-
tremalg L, lub I ; (blok 9), albo wykredla ele indeksy 8 2
pél zespoidw Ly {(biok 10). W ostatecznym wynlku proces ten kox-
czy sig elbo wyczerpanliem pdl obrazu F (uzyskany zbidr skstirema-
11 tworzy wyrezenie minimalne), albo otrzymaniem zredukowanego Gh-—
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[\ obraz funkey Fw ]

J= przyimuje wartosé nojnitszecs odpowiedniko gziesigh-
nego obrazy £°
v}

i

g

utworzeric gwi?zdu dia pola j

i
[ in*1 PP ioﬂ-m

V_‘J

E

Q) wypisonie komniunkcji 1
b} dkredlenie pel L;
FimF—L;
Wim WU

czy wired zespolew gwioudy L)
NGiduia sig zespoly typu s

tak ™

-4

9/ 0) wypisarie koniunke L}
N (¥ - wybrare] Lz;{k:s;‘mﬁ
b) skresierie pasl Lo Jub Ly, |

FimpF=-l Fimp-L
w: -wu{,.} tub (wuwufﬁ.‘}
I

7 Czy istnieje jeden respet typu r
fuly istniejg wyigeznie zespoly typu s

[ tak rie

w-ikre.é,!anie indeksow zespotow typu s 2 pe Fh
L=t~ v - vte,)

- !

I- prazuimuje wartodd r.ainiiuego odpowiz-
dnika dzigsiginego pati £

- L

Ecrg wérad elementew gwiozdy pela | istrniz

—— e el

- prayjmuie wartosé na;-
niZazego ngoowiedniko

J

| 3% zRspcly hypu s
Fo% & rie | bk

L dziesigtnego pal F*

' ":;Ji'-przgjmuj:z wartodd naj-
riZzszego odpowiednika
dziesigtnego psl FC

1

]

Ty sprawdzonc istnienie zespolew fypu s
wirod wszystkich gwiazd pei F?

tak nie

FQ j-przyjmuje wonrtodd nostep-
ok Bie negqo odpowigdnika driesict-§
. nego pol F?

ik H

Konies minimizoc.

nowozrnych )

Okreslenie wyraienia minimaotnego
{iednego lub zbioru wyrotef row-.

Cykl - rrnoze- "';c.zg isthizgie jeden zespe! typu
nie graficzrne lub istniejq wylgeznie zespofy

] typu-s
' tak i Mie

a) wypisanie koniunkeji

P skreslzgnie indeksow
Zespoiow typu s

z pal F
{l;}j :-{L;ij -{ &'u lﬁm)

Ly Tub wybrone] Lg;("i;m'“}
b) skredlanie pol zespo- |

o L lub L .

Fimf-l FrambE-L,. )&

(w:- W {,.} "“b-(w:uwu L!,';)
T

Rys. 22. Algorytnm metody bezpodredniege

okroflenis wyrazenia minimelnepo



ragza F = 32 e Przy czym dlae tadne] =z gwiazd pdél ?2 nie nBmoZna
saaltosowad twlerdzenia T.3. Tego rcdzaju obraz Jedynek narywa sie
eyklemr., ¥ przypadkn evklu podzdblér prostych implikaentéow tworzgcy
wyraetenie minimslne moine sirzymaé zs pomocsg mnotenis graficznego
Iuk przez pokirsktoranie dowolnege Zsapodu maksymalnegos jako ekge

tremali 1 dalsze postgpowanies wediug coplsanego slgoxyimu (2ob.pray-

EERH [wisd o 1 2 & 6 6 7

2
of 1 10E 1
8 ! :
16 i

24 i |

Rye« 24, Obraz funkcji - 32| 1 3l {

do przykzadu 7,2 40 é L b
%y

;(5 g
X4

Przykzad T.2. Na ©ys, 24 przedatawiono obraz funkecji 6
gmiennych okreslone) dla kaidego seetawisnis wartogci zmlennych.
Wyrdétniono dwe preypadki: a} gdy pole 33 nalezy do obreszu Jedy-
nek P , pole 48 =ad do obrazu ser, b) zdy Jest odwrointe,

¥ przypadku a) tworzy sig gwiazde dle pols ¢ , w wyniku ezego
otrzymuje sie

L, = {0.2}, 1, = {o0,32}
' - {2,32}, #% {0}

Zgodunle ze schematem operscyjinym (przeblega sig bloki 4, 5, 7,
11, 13) kolejnym krokiem Jest tworzenie gwiazdy dla pola 2, a né-

etgpnie kolejno dla »61 3, 11, 9, 13, 18, 26, 29, Gwiszdae pola 29
sk2ada eleg wyigcznle z zespolu L9

=g Jeat podstawowym prostym Implikantem, pola T gkrele eleg
{blﬁk & ) »
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Nastgpny krok - okredlsnie gwiazdy dla pole 30 ; sklada 2l
ona snowu z Jednego zespou 512

Dalegze kroki -~ twoerzenle gwimzd dla pél 32, 33, 39, 45, Guwiage

dy p61 39 1 45 skladsjg eie¢ z pojedynczych zespoldw: L.z oraz
LB » Uzyeskuje sig¢g podastawowe proste implikanty:

N1g * XXX, ¥cXg

g = xexjiszs

\ _
243 : 1 ) T usr,
g 1B 1743%5, 718
56
;. Xg
X4 Xs

Rys. 25. Obraz funkecji do przykisdu T.2:
&) po okredleniu Jgdre pokrycia w przypadku a;
b) po okredleniu Jgdra nokrycia i wykresleniu
indeksdéw zespozdw typu 8 w przypedku b

Tworzy sle gwliazdy dla pdl 5C, 51, 59. Po utworzeniu gwiazdy
dla pola 593

P or o

Otrzymuje sig tablice wypeznionz tak Jjsk na rys. 255.
Przebiega elg bloki 11, 14, 17, 12. Bada sig gwiazdy pdl 0O, 2,
2, 17, ¥ przypadku gwiazdy pola 11 Ba speinione warnnki twierdze-



nia T.3. Zsesspdk L, Jest segpotem typu ® , indeks T wykredle
#lg = pola 11 .

Anslogicegna sytuacjs powtarze sig dla pél 18, 27 (szespoly Lyg
1 L13). Bade sig gwiazdy pal 32, 33, Gwiszdu pole 33 skiadse sls
2 gespobw L1¢ i L?5 s PTZy ctym zeaplz L15 Jeet sespoZem iy~
pu & . Zespd Lia Jdest wige ekstremala (blok 23)

14 = F¥2X3%Rs
Przebiega =ig bloki 12, 15. Bade sig od poeszstku gwlesdg pola O,

ZespSt L, okezuje sig obecnie zespotem typu e . ZespdZr L, tre-
ktuje eslg wlge jako ekstremalg (bloki 22, 23)

Bada slg gwiazdg pola 3 1 otrzymuje plg eketremalg 1.5

Po ~badaniu pél 18 1 27 otrzymuje eig exctremale L., "LEO

0<qq = XpX4X,X5Xe
Dlap = TpX3XaEgXg
L]

Przy badanlu gwiszdy pola 51 wided, 2Ze kstdy jej element {51?
iub 113 lud t19) moina uwasad ze cketremalg:

Ponlewns Fg = € , proces minimalizacjl zostaje zakoticzony. Za-
lesdnie o0d tego, ktérg konlunkejie X g7 3 Hag CZF O,y wXgezy
le¢ do wyraienla, otrzymuje sig trzy rdine wyraZenis minimaine

£4,2,3 2% Y Fp V¥V Fyg VgV oo, Voo, Voig V oy,

17
V e o0V 2498

19

33



Cene wyrazenlia

GHZ 11“49

i

W przypadku b+ (rys. 2%b) peocsatkowo a$ do pola 32 proces mini-
malizacji przebisga identycznie g preeblegien w przypadu &. Otrzy-~
miJe Ble wige identyczne podetewows implikanty.

Gwiazde pola 32 skZzade sgig z zespoiu L, i 114 s G0 ktérego
wehodzi ohecnie pole 48.Preces kontynuule eslg wediug schematun ope-
racyjnego z rys., 23. Po utworzeniv gelazdy dla ostatniego pola 59
rogpoczyns s8lg kolejne badenie gwliasd poczgwezy od pols O. Stwler-
dze Big, Z2e zespoly 57, 310, 313, 318 8g zegpoZzami typu =8 . PFo
proebadaniu wezystikich gwiazd pél stwierdza slg, 2e ksatde pole oz~
naczone j=at co nagjmniel] dwoma indgksami (rya. 25%). Chesce okred-
11¢é podzbidr ekstremali dla obrazu P° mozna zastosowadé mnosenis
graficzne 1lub posmituzyé sig nastepujgcym sposobem:

Wybliera slg zespél pokrywalgecy pole z najwigksrg 1lofcia indek-
séw 1 traktuje sig Je Jjako ekstremale (wykredls sig %egec indeks =
pél ¥ ). Ta cperecja umcoizliwia szazwyczaj okreflenie wszystkich
dalazych ekstremall, ¥ przypadku powstania nowego eyklu prébhuie
glg wybraé inng ekstremalg poczgitkowg lub wyblera sig .ponownie ze-
spé2 pokrywajscy pole = najwigkszsg iloficia indeksdw, ktdry traektu-
Je ele dale] Jako kolelna ekstremales 1td.

Potraktujmy na preykiad =zeepsé X, Jeko ekstremalg. Otrzymule
sig wtedy eksiremale LS’ Lyqs Lpgs Ly, oraz L17 (lud 119 Je

Wyblerajge Jjeko ekstremale poczagtkowsg ns przykiad Lz Jako dal-
ere otrzymuje sig eksiremale L15, Lige Lgs LB OTrAar Ly (albo
Ly -

Poniewsz wazystkie sespoXy g rrmgdu 1 , a8 1l0é4é pél cbrazu P
Jeat 11 , wigec wnloskule sig 2 tego, 2e nie istnisje pokrrcie ?2
krétesze nit 6 , Otrsymeno wige cztery rdwnowazZne (nie wykxlucza to
letnlenia innych) wyrsezenisa minimalne:

2

TV o, V g VWV 060 WV o6, Y o, .V mw)
2 " *0 1 5 11 20 14

£
1 %49

. 11
£y 4 = Tg V ot, V S ¥V Clig V S V 6,V (&“
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g = §1§2§354i6g DGy o §2E3§4ESE69 oty = §1izi3§&x5
Oty ® X X X TeXe, Oy = X XX, XX, Og = X X Tgxe

g = i1xzx¢isxs, Oy q ® z2§:3§4x5i6, I §1x213x5§6
Sy,. = ::15':3§4§5§5, oy = 1132E3£4§6’ Ol = x1i314315z6
Sy = :11223E4x5, Ryg = 3132§41535, Dpp © x21354x5x6

Cheao otrzymad zbidr wesystkich rdwnowazinych wyraiedi minimal-
nych nale3aodby zastosowad mncienie graficzne,

8. ZARONCZEHWIE

Przedstawionse powyZe] metods minimalizacjl umozliwilia stosunkowe
szybkie 1 proste uzysksnie zbhioru rdéwnowainych wyrased minimalnych
funkecjl logiezne)] do 7 lub 8 zmlennyeh. Do analizy sleci logicz-
nych oraz tworzenis uproszosonych wyragted funkeji bez gwamrsncl]i w
ogélnym prsypadiku uzyskanie wyrazeld minlmalnych (mstoda oplsana w
pkecie 5) wydaje slg celowe siosowanie jcj nawet pray wigkszsj ilo-
f$ci zmiennych, Rozszerzenie zekremsu zmiennych w stosunku do metody
Kernaugha i Jej rdéinych modyfikmcji uzyskaro dzigkl podania sposc-
bu tworzenia gbioru proatych implikantéw 1 wyboru ekstremal,

Zasedniczs zaletg metedy Jemt to, e umoiliwis uzyskanie wyra-
senie minimalnegs funkelli wyisgesznie drogg greficzng, dzigki ezemu
unika slg duzej i1ilodci pracy formelne] wymagsne] prry Jaklejlkoi~
wiek metodzils niegraficznsj. Fonadto metoda ta Jjest szczegdlailie
korzyetna w przypadku, gdy lsiniejg kombinacje obonjetne,ktédre dzig-
ki tablicoweru przedstewieniu funkejl znajdule slg niejako automa-
tycznie 1 dletego tatwo moina je uwzglednié w procesie minimelize-
cji. Z powyiszyoch wziglegddw nedaje s2lg ona przeds wezystkim do mi-
nimalizacii “recznej®, chod moina Jjg rdwnier zaprogramowsd na ma-
szyng cyfrowg. W tym drugim przypadku powyiej podene ograniczenia
60 Go i1lodci zmiennych przesteiyby bdyé sktualne,
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